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力学小论文：pb05000830 孔熙

弯曲的时空

以洛伦兹变换为核心的相对论，使人们的时空观念发生了巨大的变化，它不仅预言了洛伦兹收缩，而且得出了“同时的相对性”、“运动时钟变慢”、“质能关系”等一系列新颖的结论。

一、狭义相对论

两个惯性S和S’之间的洛仑兹变换：
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（1）
S’系沿x轴正向相对于S系以匀速v运动。

逆变换：
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（2）
同时的相对性：
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反过来：
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由此可看出，在S’系中同时发生的事件，只要不在同一地点，在S系中看，这两件事就不同时发生。

运动时钟变慢：
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质能关系：
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相对论还指出，物质的质量和能量之间存在本质联系：
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静止质量为
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的物体具有能量
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由（7）、（8），可以算出运动物体的动能：
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闵可夫斯基把相对论写成四维时空的形式，从而把时空看成一个整体。
如果令
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洛伦兹变换可写为：
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式中            
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相对论中联系不同惯性系的坐标变换式洛伦兹变换，。在相对论中，矢量被定义为在洛伦兹变换下与坐标一样变的量，即如（10）那样变的量。
二阶张量被定义为在洛伦兹变换下按以下规律变化的量：
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所有的力学量和电学量都可以写成张量，所有的力学规律（除万有引力外）和电磁学规律都可以写成张量方程。所以，除去万有引力定律外，力学规律和电磁学规律都满足洛伦兹变换和相对性原理，都符合相对论。
值得注意的是能量和动量一起可以构成四维动量：
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四维闵可夫斯基时空的一个点，用（t,x,y,z）四个坐标表示称为一个事件。三维空间的一个点，由于时间的不断发展，在四维时空中都会描绘出一根线。

图1中A、B、C三条世界线，A描述三维空间中的一个不动点，B描述一个匀速直线运动的点，C描述一个变速运动的点。ds为世界线上两点之间的“距离”。由于不可能画出时空的四个维度，所以没有画出z轴坐标描述的那一维空间。
在四维时空中，闵可夫斯基注意到了时间与空间的差异，考虑了光和质点的速度表达式，把四维时空两点之间的“距离”表示为：
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ds通常称为两点的间隔。由于两点总可以用世界线相连，所以ds又可以看成世界线的线元。
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                                             表明从点1到点2的运动速度正
                                             好是光速，这段间隔正好描述光信
               A        B       C           号的运动，称类空间隔。
           ds       ds           ds           不难看出：                                                                                                                                                                                                                                       
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           图1 四维时空中的世界线            
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      时空中任取一点p，与p的间隔类光的点组成如图2所示的锥面，成为p点的光锥。                              
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光锥内部的点与p点的时间间隔都是类时的，与p点以亚光速信号联系。上半光锥内部点处在p点的未来，而下半光锥内部的点处在p点的过去。上半光锥上的点也处在p点的未来，从p点发出的光信号可以到达它们，下半光锥类似。
光锥外部的点与p点类空，只有超光速信号才能到达，或从它们到达p。而相对论认为，光速是信号传递的最大速度，所以光锥外部的点与p点没有因果关系。

我们考察在S系中静止的一个质点。由于它在S系中不
动，从空间看，是一个点，dx=dy=dz=0，（14）约化
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图2   光锥图   

由此我们定义
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为此质点的固有时间。

二、弯曲的时空

洛伦兹变换告诉我们，时间与空间有内在联系。“能量动量张量”的表达式和“质能关系式表明，质量与运动不可分割，光速不变原理和相对性原理告诉我们，一切惯性系平权。所以绝对时空的概念被爱因斯坦抛弃了。
抛弃绝对时空导致了一个新的困难：惯性系如何确定？

不仅如此，万有引力不能纳入相对论的框架。

在对以上两个问题的反复思考下，爱因斯坦提出了广义相对性原理和等效原理作为建立新理论的基石。

（1）狭义相对性原理
[image: image26.wmf]Þ

一切参考系都是平权的。基物理规律在任何坐标系形式下都不变——广义协变原理。
（2）任意参考者测量光速都是c。

（3）等效原理。

广义相对论，相较于狭义相对论，进一步指出时间——空间与能量——动量之间的关系。广义相对论认为，能量——动量的存在，会使四维时空弯曲。

1.广义坐标变换

设一个时空区域同时被旧坐标系
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，c是光速，t与t’是时间。新旧坐标之间的关系可表示为
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每一个新坐标都是四个旧坐标的函数。

微分（18）式，得到广义坐标变换下微分的变换关系

                 
[image: image32.wmf])

,

,

,

,

(

'

'

3

2

1

0

dx

x

x

dx

=

¶

¶

=

n

m

n

n

m

m

   （19）
这里采用了爱因斯坦惯例。

    （19）的逆变换为
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定义在坐标变换中不变的量为标量。
在广义坐标变换下，向坐标微分元一样变换的量，称为逆变矢量，
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在广义坐标变换下，变换规律为
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的量称为协变矢量。容易看出，逆变和协变矢量都有四个分量组成。
在广义坐标变换下按
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变换的量分别称为逆变张量、协变张量、混合张量。

2.张量的运算：
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缩并运算：
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3.度规张量

在四维时空中，我们把两点间的距离推广为“间隔”。在直角坐标系中，它可表示为
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间隔的平方应与坐标微元的二次方有关
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但左边是标量，而右边是逆变矢量，必须让坐标微分元与一个二阶协变张量缩并
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张量
[image: image43.wmf]mn
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称度规张量共十六个分量，可用矩阵表示
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它是一个对称张量
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3、时间与空间
在广义相对论中，跟据等效原理，可对时空中的任意观测者A引入相对于他瞬时静止的互补惯性系B，并仿照狭义相对论，定义静止于B系中的“真实钟”为坐标钟，它所记录的时间为惯性系中所固有的时间。
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由狭义相对论

系B的固有时间为

             
[image: image46.wmf]c

ids

d

=

t

  (33)

微分几何告诉我们
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所以，我们可以合理的定义观测者A的固有时间

图3 观测者A与B             
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     的世界线         下面我们来考察相对于某一个坐标系
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静止的观测者，寻找它的坐标时间和固有时间之间的关系。
由（29）和（35），不难得到此关系为
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在图4中，假定A与B空间相邻点，光信号从B射向A，再从A射向B，所需坐标时间为
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 EMBED Equation.3  [image: image52.wmf]0
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未假定光速的各向同性，所以
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部惯性系
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图4 固有距离的测量               
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在局部惯性系中，光速各向同性等于c，因此，两相邻点的纯空间距离为
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此即用标准尺测得的纯空间距离。

由
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得
[image: image59.wmf]00

k

i

ik

00

0k

0i

i

0i

0

g

dx

dx

g

g

g

g

dx

g

dx

)

(

-

±

-

=

（41）

[image: image60.wmf]00

k

i

ik

00

0k

0i

0

g

dx

dx

g

g

g

g

2

x

)

(

-

=

D


带入（38）可得
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其中
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是纯空间度规。

4、短程线
A、B之间的一根曲线长度可用积分给出
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由变分原理得到
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沿曲线人选一个标量参数
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其中拉格朗日函数

                L=
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而广义速度
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将（46）带入拉格朗日方程
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可得短程线方程
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它也是广义相对论中的运动方程。

5、场方程

时空曲率=能量动量（49）
物质的能量动量可写成二阶张量
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。时空曲率可写成
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可以把曲率张量缩并，得到一个二阶张量
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称Ricci张量，它是对称张量，有十个独立分量。代入（49）
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用逆变张量写出就是
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由
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此式用三维空间的矢量写出来就是
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其中
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（i，j=1，2，3）是动量流密度。（55）、（56）分别是能量和动量守恒定律。
（53）要求（52）左端满足
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由毕安基恒等式
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R称曲率标量因此，如果把方程（51）、（52）改写成
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矛盾就消除了。这两个方程就是爱因斯坦给出的广义相对论的基本方程——场方程。它们通常称为爱因斯坦场方程，反映物质的能量—动量如何决定时空曲率。
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