音乐中的物理

1、 表观联系

首先，我想先从表观和感性的角度谈一谈物理与音乐的联系。

从美学角度谈起。音乐之美在于每一个音符（不论单音还是和弦）都让人感到快感。艺术家们就是利用这一点将自己的情感融入旋律中，让人们在音符的跳动中或喜或悲。单纯分析每一个音节，就会发现如下事实：单音总是十分悦耳，而只有某些音节混合在一起时会让人感到悦耳，人们将其称之为和弦。

早在毕达哥拉斯（Pythagoras）时代，人们就对此问题进行过深入的探讨。毕达哥拉斯就认为，两根相似的琴弦处于相同张力下的时候，当它们同时发声时，如果它们的长度之比为两个小整数之比，那么发出的音程是悦耳的。

当时的毕达哥拉斯和他的学派——人们称之为毕达哥拉斯学派——对此感受颇为深刻，并把它作为学派的基础，甚至相信在天体方面也会有类似的定律。而牛顿力学创立之后，我们十分惊喜地发现，行星运动的轨道的确存在着数字间的某些定律，即万有引力定律。不仅仅是定律本身，定律推导出的行星运动规律——尽管只是接近于完美——足以让人感到自然界的伟大。于是，我们不该指责毕达哥拉斯学派中人，因为对数字的威力怀有神秘信仰的不只是他们，也包括许多物理学家——因为物理曾被称为“自然哲学的数学原理”。

当然，除了“天体音乐”外，物理的很多方面都蕴含着音乐旋律一样的数字关系，如量子能级结构等。而我这里不想列举更多的音乐一般的物理现象，只想谈谈音乐中蕴含的物理现象。即便是这一点，物理之美已经显现无疑。

二、弦上的振动

弦的一端发生振动时，弦上就会生成一列波，其方程可表示为
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通常写成复数形式
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这样写的一大好处就是将繁琐的三角函数运算简化为指数的加减法运算，从而将线性微分方程变成实数的多项式方程。

当一端固定时，令固定端点为
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，则反射波与原来的波叠加，方程变为
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将方程变为复数形式
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从这个方程可以看出，弦上的每一个点都在以ω为角频率振动，只是位移不同而已。在
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时，位移
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。这些点我们称之为“波节”。这种弦上的图像被称为“驻波”。

琴弦总是两端都固定的。也就是说，弦上各点振动的角频率必须满足
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因此，我们知道，两端固定的弦具有做正弦运动的性质，但仅能以某些确定的频率做正弦运动。随着n的不同，我们看到的弦上的波节数也不同。

但一般的情况是弦上的振动总是由两个或两个以上的正弦运动叠加而成。这样的弦上的波节分布是不均匀的。
而事实上，任何运动都可以这样来分析，即设想它是所有各种由适当振幅和相位组成的不同模式的运动之和。后面的分析还将利用这一点。
这样，我们就基本研究清楚琴弦的振动方式了。

三、悦耳的音符

重新回到毕达哥拉斯和他的学派，也就是当数学分析工具已经成为了了解自然界的良好工具的时候，重新去了解他们的发现。

先说说什么是噪声。噪声就是那些听上去并不是那么悦耳的声音。不只是建筑工地才能发出噪声，即便是给我们带来无数悦耳音符的钢琴，当某人同时按下“duo”和“re”时，我们也可以听到不和谐的音调。

不过在物理学家看来，这仍然不是噪声。对于一根弦，无论我们怎样拨动它，在一个周期后，它总是会重复上一个周期的音调。而噪声不同。当噪声袭来时，如果我们在耳朵边安放一个气压计，读数的人将不会从读数中发现任何规律——也就是说，我们的耳膜受到的是没有任何规律的音符群！这种音符群就被物理学家们称为噪声。

这时候，我们实际上也得到了乐音的定义：周期性振动产生的声波。

音乐家们谈论乐音时，总是从响度、音调、“音色”三个方面谈起。声波的响度在升学中也叫做声强，可以用下面的方程计算声强
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这里的速度v是一个标量。如果把它看成矢量，那么I也是一个矢量，表示能量随声波的流动，叫做“班印廷矢量”。

音调对应于乐音中声波的振动周期。从上面的论述中可以看出，这是乐音特有的行为。

音色是乐音的一个更为复杂的特性。它能反映为什么古筝和钢琴在发出同样音调和响度的乐音时，我们依然能够分辨出这两种乐器。

画出固定点空气压强与时间的函数图像，我们就很容易了解这三个概念：响度由每个周期上曲线下的面积决定，音调由周期表示，而音色则取决于图像的形状。

下面我们重点讨论什么决定乐音的音色。这一点关系到我们该如何欣赏音乐之美和物理之美。

数学分析中傅利叶级数(Fourier Series)的方法为我们的研究提供了很好的工具。这套理论首先由波那利(Bernoulli)在1753年首先提出，并由迪利克莱特(Dirichlet)在1829年对这套理论给出完整的证明。这种分析法的用途不仅仅在分析乐音上，而傅利叶(Fourier)首先对这套方法的利用是在1822年出版的《热的分析》。

对于任何一个连续的周期函数，我们总能将它写成傅利叶级数的形式
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其中
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于是，我们就将任意的一个乐音分解成频率为ω的整数倍的若干个音符的和。这时，我们将ω称为“基频”。而a和b的值就决定了乐音的音色。

现在我们该如何理解毕达哥拉斯的发现呢？我们从驻波的知识中可以知道，基频ω由的长度决定。当两根弦的长度之比为两个小整数之比，比如说是2比3，那么它们的基频之比就是3比2。那么，短弦产生的二次谐波就和长弦产生的三次谐波频率相等。于是，我们听到了悦耳的声音。不过我们至今还不能确定，当我们判断一个音符是否悦耳时，我们的耳朵究竟是在与谐波匹配还是在做算术？

傅利叶级数的另一大好处在于它满足帕斯沃(Parseval)等式，即
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而它恰好表示了声波的能量！这是因为波中的能量与其振幅的平方成正比，对于一个形状复杂的波来说在一个周期内的能量与
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成正比。
由此可见，乐音的三个特性——音色、音调和响度——都蕴含在傅立叶级数的公式中！
关于乐音，我先写到这里。也许，其中蕴含的音乐之美和物理之美不能很好的表达出来，但我想从这些数学的表达式中，人们总是能找到数学在物理中的应用。至少我还抱着毕达格拉斯式的幻想——数学在解决自然界的问题中有着巨大的威力，而物理正是要利用这种威力去解决自然界中的所有问题。当然，现在的数学中还有很多定律没有找到它在物理中的应用，但我相信，在统一——物理学家永恒的追求——达到之前，这些数学的定律总能找到在物理中的应用。也许那时，物理和数学都将回到从前，回到那个自然哲学的时代。
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