由一道习题引出的关于两体问题的思考
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摘要：

本文就一道习题看似正确的两种解法作出分析对两体问题进行了较深的讨论
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1． 问题的引出

有这样一道题目：质量为M和m的两物体系在原长为a，倔强系数为k的弹簧的两端，并且放在光滑的水平面上。现使M获得一与弹簧垂直的速度v0，若v0=
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，其中u为折合质量。试证明：在以后的运动过程中两物体之间的最大的距离是3a

解题思路是利用约合质量，取m为静止的参考系，设最大的距离L时的速度为[v]，则由角动量守恒，au v0=Luv1
由机械能守衡，u v02=u v12+k(L-a) 2
则由这两个方程已经可以求得L，但似乎还有一个约束方程，就是向心力。当弹簧伸长最大时，就有弹力提供向心力，即k(L-a)=u v12/L

则任意由上三式中的两个就可以求得L，但结果各不一样，说明上式至少有一个是错的，但是是哪个呢？

2． 问题的分析

设质量为m1和m2的两个质点相距为r，相互作用为r 的函数f(r)，方向沿两个质点的连线，在相互作用下运动，以惯性系中的固定点O为原点，它们的运动学方程分别为：
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式中er是从m2指向m1的矢量方向的单位矢量：

    r=r1-r2    ………….<3>

对此孤立系统，研究其运动的方便方法是研究质心运动和它们的相对运动，孤立体系

的质心加速度为零，即质心作匀速直线运动。

由<1><2>得
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2= f(r) er( m1 +m2)/ m1 m2…………<4>

令 ( m1 +m2)/ m1 m2=u…………<5>

将<5>代入<4>得    u
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其中，u就是折合质量，可见上式的形式与牛顿第二定律相同，用了折合质量以后的关系仍然可以使用。

知道了r(t)和质心位矢R (t)，立刻可以求得r1(t)和r2(t)

由R= （m1 r1+ m2 r2）/（m1 +m2）联立<3>式可得 

r1=
R+r m2/（m1 +m2）


…………<6>

r2=
R-r m1/（m1 +m2）            …………<7>

当用折合质量的质点运动来代替二体问题中实际质点的相对运动时，相应的角动量和能量也应该用折合质量来表示，即
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/2+V(r)…………<9>

可见，用了折合质量后能量守衡和角动量守恒的形式不变，仍然可以使用。而且Lu和Eu分别为m1和m2相对于质心的角动量L’和能量E’，证明如下：

在质心坐标系中m1，m2位矢分别为r1’和r2’。由<6>,<7>式得

   r1’= r1-R=r m2/（m1 +m2）

   r2’= r2-R= -r m1/（m1 +m2）

故r1’ -r2’= r1-r2= r，而
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代入<8>，<9>可得

   Lu= r 
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( r1’ -r2’)m1m2/2（m1 +m2）/2+V(r)

      = m1 |r1’|2/2+ m2 |r2’|2/2+V(r)
综上可知，用了折合质量和，力的关系，能量关系，角动量的关系形式保持不变。

但是问题出在什么地方呢？仔细分析之后可以发现关系式：

  k(L-a)=u v12/L是错误的。

分析两物体运动的情况，以m为静止参考系，则M绕m做螺旋运动，当M运动到C时弹簧有最大的伸长，但这时弹力并不完全提供向心力，以为此时M有一指向m的径向加速度an，用力的关系可知：

  k(L-a)= uan+u v12/L

如果仔细分析还会发现当弹簧还没有伸到最长时有一点B，使得：

  k(LB-a)=u vB2/LB
即径向加速度为零。

3． 小结

本文由一道习题引起，主要对二体问题中的力的关系，能量关系，角动量关系进行了详细的讨论。

附：老师，您好，我昨天已经交了一篇论文，但那是平时想出的，觉得和我们大学力学的内容联系并不紧密

    故，另外做此文，其中疏漏望指正，谢谢
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