
第五章 有限元素方法



§5.1 有限元素方法的基本思想 

有限元素法是一套求解微分方程的系统化数值计算方法。它

比传统解法具有理论完整可靠，物理意义直观明确，适应性强，

形式单纯、规范，解题效能强等优点。 

从数学上来说, 有限元素方法是基于变分原理。它不象差分

法那样直接去解偏微分方程, 而是求解一个泛函取极小值的变

分问题。有限元素法是在变分原理的基础上吸收差分格式的思

想发展起来的。 

采用有限元素法还能使物理特性基本上被保持, 计算精度和

收敛性进一步得到保证。 

有限元素法优点： 

- 降低实验所需成本 

- 減少試验对象的变异困难 

- 方便参数控制 

- 可获得实验无法获得的信息  



有限元素法基本概念：

元素(element)，节点(node)，连結元素

有限元素法的基本思想:

• 实际的物理問題很难利用单一的微分方程式描述，更
无法順利求其解析解.

• 有限元素法是将复杂的几何外型結构的物体切割成许
多简单的几何形状称之为元素.

• 元素与与元素间以“节点”相连.

• 由于元素是简单的几何形状，故可以順利地写出元素
的物理方程式,並求得节点上的物理量.

• 采用內插法求得元素內任意点的物理量.



例如：考虑一个球形金属导体静电势的问题，球形金属导体的半径

为 0r , 球外距离球中心 r处的电位为ϕ(r)。假定在这个导体外的空间中

的体电荷密度到处为零。则在此空间中的能量为 
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同时该系统的能量应当取最小值，即该系统的能量变分应当满足 
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这里ε 为介质的相对介电常数，积分是对导体外的空间进行的。因为导

体边界上的电位为常数 0ϕ , 无穷远处的电位为零。则从公式(5.1.2)可

以得到将能量 ( )ϕU 取最小值的势函数ϕ必须满足特定的边界条件和如下

球坐标下径向的微分方程： 
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因此，求此微分方程解的问题，可以在数学上等价于找到一个势函数ϕ ，

使得积分 ( )ϕU 取极小值的问题。 



薛定格方程则可以写为 
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波函数 ( )ϕθψ ,,r 与极角 θ （ 2/2/ πθπ ≤≤− ）和方位角

ϕ )0( πϕ ≤≤ 的关联是由算符 2L̂ 和 zL̂ 决定的。假定满足薛

定格方程的本征波函数 ( )ϕθψ ,,r 可以分离变量表示为 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕϑϕθϕθψ ΦΘ≡≡ rRYrRr ,,, . 

zL̂ 在球坐标系中可以表示为： ϕ∂
∂

−= hiLz
ˆ .  该算符的本

征值由求解本征方程 

 



§5.2 二维场的有限元素方法 

1． 场域划分的约定 
z 三角形元素。三角形元素越小，场域的分割就越细，计算的精

度就会越高。因而在实际应用中是按精度的要求来决定场域内

各处三角形元素的大小。 

z 一般规定每个三角形元素的三个边的边长尽量地接近，尽量避

免三角形元素具有大的钝角，一般最长的一条边不得大于最短

边的三倍。 

z 在分割场域时要求各三角形元素之间只能以顶点相交，即两相

邻的三角形元素有两个公共的顶点及一条等长的公共边。不能

把一个三角形的顶点取在另一个三角形的边上。 

z 划分时还应当注意要尽量地使由相邻边界节点之间的线段所近

似构成的曲线足够光滑。 

z 如果在场域 D 内有不同的介质，则需要将介质的交面线选为分

割线。 

 



z 对场域进行了三角形划分后，还要对场域内所有元素和节点分

别进行统一的编号。函数 ),( yxϕ 在节点处 ),,( mjil = 的值 ),( ll yxϕ

称为节点参数。 

z 为了计算的简便和格式的统一，各个元素节点的编号顺序要一

致，一般规定各个元素的节点编号顺序选取逆时针的方向。 

完成场域的划分之后，等效的泛函就可以是各个三角形单元泛函

的和 
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2. 计算格式的建立 
),()()(
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ee

l yxϕϕ ≡ ( )mjil ,,= 标记三角形元素（e）三个顶点上的函数值 

函数 ),( yxϕ 在（e）内近似认为是随 yx, 线性变化的。这相当于在

这个局域范围内，场可以看成是近似均匀的。这样我们可以用线性插

值法来构造在元素（e）内部任一点上的势函数值 ( )yx,ϕ ，即 

ygxggyx 321),( ++== ϕϕ .                  (5.2.2) 

其中 21 , gg 和 3g 由元素（e）上的三个节点的函数值来决定。 
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由此很容易解出： 
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其余的a b cj j j, , 及a b cm m m, , 则可以由公式 (5.2.5)按下标 ( )kji ,, 的顺序轮

换得到。 

三 角 形 型 函 数 (the shape functions for the triangle): 

( ) ( ) Δ++≡ 2, ycxbayxN llll  ,  ),,( mjil = .        (5.2.5)   

利用上式，并将(5.2.3)式代入(5.2.1)式中就得到了( )e  元素内任意

一点 ( )yx, 的势函数的插值 
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在三角形元素 ( )e 内任意一点的函数值 ( )yx,ϕ 是由该元素的三个节点参

数 ( )( )kjilyx ll ,,, =ϕ 唯一确定下来的 

   第一类边值的两维平面场的变分问题： 
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用向量记法表示，定义列向量 
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则公式（5.2.6）可以写为 
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由公式(5.2.6)可以求得在元素(e)内对函数ϕ 的偏微商为 
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若记列向量 
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并定义 
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则公式(5.2.10)可以改写为 

       ( ) ( ) ( )eee B Φ=∇ϕ  .              (5.2.11) 

于是有 
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在(5.2.12)式中我们定义了 
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由此可见 ( )eK 是一个三阶正定对称方阵，它的一般形式可以写为 
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则 ( )ϕ1I 的向量表示为 
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假定三角形元素足够小， ρ可以取平均值。 
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于是(5.2.17)式可以写为 
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从(5.2.19)式中可以看出 
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最后我们得到 ( )ϕ2I 的向量记法为： 
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综合(5.2.16)和(5.2.22)式，我们就得到泛函表达式 
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如果要将元素(e)上的表示用总体向量来表示, 我们引入一个 n×3

阶的辅助矩阵 ( )eR ，n 为总的节点数。 
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则有 

         ( ) ( ) ( )Φ=Φ ee R  .               (5.2.25) 

场域内所有节点上的函数值向量表示为 

         ( ) ( )Tnϕϕϕ ...,, 21=Φ  .       (5.2.26) 

这样就可以将公式(5.2.23)的泛函重新表示为 
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其中 ( )P 是场域内所有节点上与 ρ 的值相关的向量,  它表示为 

         ( ) ( )TnPPPP ,...,, 21=                  (5.2.28) 

当对公式(5.2.27)所示泛函取极值, 就需要满足条件 
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由微分方程(5.2.29)可以得到必须满足的线性代数方程组 

          ( )( ) ( )PK =Φ .                    (5.2.30) 

    显然对 0=ρ 时对应的方程为拉普拉斯方程。公式(5.2.30)中

的向量 ( )P 为 ( )0 零向量， 即拉普拉斯方程对应的有限元素方程为齐

次线性代数方程组。 
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3. 边界条件处理 

第一类边界条件 0ϕϕ =
L ， 

通过在对节点编号时，使n 个总节点中的前 0n 个为内部节

点，从 10 +n 到n为边界节点。即 
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公式(5.2.33)可以改写为向量形式。为此定义 
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上面的(5.2.33)式就可写为 

          ( ) ( )02 Φ=Φ  .                   (5.2.35) 

我们进一步再定义 
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把 ( ) ( )PK , 都写成相应的分块形式，则线性代数方程组(5.2.30)

变为 
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   它的第一个方程为： 

          ( )( ) ( ) ( )( )2121111 Φ−=Φ KPK  .              (5.2.38) 

根据边界条件，我们可以强制性地命令上式中 ( ) ( )02 Φ=Φ ，得到了

强加边界条件处理后的有限元方程： 
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显式地写出公式(5.2.39)的第一个方程为 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

00000

0

0

2

1

21

22221

11211

...
.......................
.......................

...

...

nnnnn

n

n

KKK

KKK
KKK

ϕ

ϕ
ϕ

M

M
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−

−−−−
−−−−

−++

−++

−++

)(002)2(01)1()(

)(0202)2(201)1(2)2(

)(0102)2(101)1(1)1(

0000000

000

000

...
...............
...............

...
...

nnnnnnnnn

nnnnn

nnnnn

KKKP

KKKP
KKKP

ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

,  (5.2.40) 

  公式(5.2.40)还可以简单地记为 

 

       ( )( ) ( )111 PK ′=Φ  .                          (5.2.41) 



4.有限元方程的求解 

通常我们仍使用迭代法来求解。对高斯-赛德尔迭代法有如下公式
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采用超松驰迭代法时，有公式 
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求解方程组(5.2.41)采用超松弛迭代法更为有效。 

由于有限元素法处理复杂边界条件时具有很好的灵活性，并且在

划分三角形元素时人们还可以增加在函数变化剧烈的区域内节点的

密度，以得到较高精度的数值结果，因而这种方法的优点是十分显

著的。 

  



 5.有限元素法的一般步骤 

 

总结有限元素法计算步骤: 

z 推导出与给定边界条件的偏微分方程等价的泛函表示； 

z 把求解的区域用三角形元素划分为小的单元。然后对每个

节点和三角形元素按照约定的规则分别进行编号。 

z 利用公式(5.2.14-15)和(5.2.18-21)，计算出各个三角形

元素的系数矩阵。 

z 将各个三角形单元的系数矩阵装配成总矩阵，形成有限元

方程组，然后利用强加边界条件法对有限元方程组进行修

正。 

z 利用超松弛迭代法求解有限元方程组，则得到域内各个节

点上的函数值。 

 



§5.3 有限元素法与有限差分法的比较 

z 有限元素法实际上是基于数学上的变分原理 

z 这两种方法在处理物理问题的求解时，在处理问题的数

学方法上有较大的差别。 

z 有限差分法和有限元素法在对区域的离散化方法上也有

明显差别。 

z 有限元素法的节点配置比较任意，计算格式就要复杂得

多。但这并不会影响它的实际应用。 

z 有限差分法则是孤立地对微分方程及定解条件分别列差

分方程，因而各节点精度总体上不够一致。 

z 有限元素法要求的计算机内存量比较大。 

z 有限差分法的适用范围要比有限元素法广泛得多。有很

多物理问题不能用有限元素法求解，但总是可以采用有

限差分法。 



The End


