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第三章

蒙特卡罗方法的若干应用
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1。蒙特卡罗方法在积分计算中的应用

一、一维积分平均值法

作变换：
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标准积分：

（1）直接抽样法：

在 的定义域 上均匀随机取点，该均匀分布的随机变量记为
定义随机变量 为：

则有：
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因此，只要抽取足够多的随机点，即 足够大时， 就是积分 的一个
无偏估计值。

相应的方差为：

可见，当 在其定义域内变化较大时，方差较大。

（2）重要抽样法：

当 在其定义域内有显著的起伏变化时，可采用重要抽样法。
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偏倚分布密度函数

适当选取偏倚分布密度函数，使得 在定义域内变化平坦。

产生 区间分布密度函数为 的随机变量 ，定义：

则有：
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相应的方差：

蒙特卡罗计算结果的方差为：
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二、高维积分平均值法

标准形式：

实际物理问题中，被积函数在超立方体的积分区域里可能强烈地变化。
若在积分区域内均匀抽样，积分贡献可能主要来自少数仅仅只有几个蒙
特卡罗投点的小区域，从而导致很大的统计误差。

故采用：重要抽样法 随机点更多地投在 取值大的区间。
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选取偏倚分布密度函数 ，并定义

有：

按照偏倚分布密度函数 在 区域抽取 个子样

则，
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三、一维积分的掷点法

一维积分：

定义：

则有：

在单位正方形内投N个点，落在曲线 下的有M个，则
由于对y的积分可以解析计算，故此法的误差较平均值法大。
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2。事例产生器

在核及粒子物理研究中，需要进行微分截面或全截面的理论预言，并与
实验结果对比。

将精确的微分截面表达式进行相空间积分时
? 实验装置复杂，相空间的解析积分几乎不可能
? 相空间参数的变化使积分的运算更加复杂
? 考虑到探测器的效率，必须引入各种随机统计的效应

蒙特卡洛事例产生器 ——
一个随机产生“非加权”事例的模拟程序

非加权，指末态粒子的四动量是按照精确的微分截面来产生
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微分截面

根据蒙特卡洛理论，总截面 的蒙特卡洛估计值为

dxx
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dd )(σσ = 表示张开相空间的运动学变量x
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减小 的标准误差

的特性
当 N 很大时， 收敛于

的期望值等于
当 N 足够大时， 是服从正态分布的

的标准误差为
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（1）分层抽样法

I. 随机地选取一个子空间

II. 在这个子空间内随机地抽取一个事例样本，并计算该事例的权

重 w —该事例参数的微分截面值与该子空间内的最大微分截面
值的比值

III. 采用舍选法选择事例：取[0，1]上均匀分布随机数ξ，如果

ξ≤w，该事例被接受，反之，该事例被舍弃

IV. 重复上面 I. ～III. 直至获得所需的事例数
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实际应用中的问题

总截面

             dvT ρσ
2

∫=

过程矩阵元

态密度，是运动学变量的函数

积分空间

被积函数的峰值特性很强时，分层抽样事例产生器往往不是很有效
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（2）重要抽样法

I. 找出一个与被积微分截面 函数的近似表达式 ，

在相空间内解析可积，且与 的精确表达式有相同的峰
值结构

II. 根据该近似表达式的分布，随机抽取事例样本

III. 对产生的事例加权重 w — 该事例对应的精确截面值与对应的近
似截面值的比值

IV. 采用舍选法抽取非权重事例：取[0，1]区间上均匀分布随机数
ξ，若 ξ ≤ w/wmax ，则接受该事例，反之，则舍弃该事例

V. 重复 II. ～IV. 过程，直至获得所需数量的事例数
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实际应用中的问题

? 不具有通用性

? 当矩阵元平方的峰值特性复杂时，难于得到精确结果

叠加原理

将精确微分截面 分成 N 个 的迭加。每个
有它自己的峰值结构特性。对每个 编写按

上述步骤产生事例的子产生器程序

σd idσ
idσ

idσ
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随机选择一个子产生器（第 i 个）

权重

总截面值

其中
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事例产生器的效率

：选择在[0，1]区间上的均匀分布随机数ξ，判断满足不等式

的 i 值，然后按照 分布产生事例的权重因子 w 的平均值idσ~
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3。蒙特罗方法在粒子物理碰撞过程中的应用

对撞过程：1.直线对撞机
2.强子对撞机

动力学部分：矩阵元 微扰计算
运动学部分：相空间 蒙特卡罗方法产生

过程：

相空间体积元：
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因子化方法：

即：
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反复利用因子化方法，有

其中：

运动学上已知：在 的静止系中，有

)2()(
)2(

1),,,( 22
2
2

2
121 ΦΦ=Φ −− dnddMdMppPd nnnn LLL

π

∑
=

− =Φ=Φ
i

j
jiiii pqpqqdid

1
122 ),,,()(

2
11

22
1

22 )()(, ++ −≤≤++= iiiiii mMMmmqM L

iq

)(cos
8

),,(
)2(

1),,( 2

22
1

2

212 ii
i

iii
iii dd

M
mMM

pqqd θϕ
λ

π
−

− =Φ′



22

其中：

相空间产生步骤：

（1）首先，取 ；

（2）做Lorentz变换到 静止系；

（3）产生[0,1]区间上的两个均匀分布的随机数 并取
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（4）若 ，产生均匀分布的随机数 ，取

（5）取 的球坐标为

由此得到

（6）做Lorentz逆变换，变换到原来的参考系；

（7）将 置为 ，重复上述步骤，至 。
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4。高能物理实验中蒙特卡洛方法的应用

一、实验设计中的蒙特卡洛方法的应用

研究的物理过程、本底、判选条件、探测器性能、装置中各个探测器
的设计安排……

（1）实验装置性能的研究

终态粒子在探测器中穿行过程中留下的时间信息、能量沉积

例如带电粒子动量 p

终态粒子的物理参数（能量、动量、运动方向、粒子种类）

)/(103 2 cGeVp             −×= ρZB

磁场强度

粒子电荷

径迹曲率
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利用蒙特卡洛的计算方法确定各种效应的数值

产生粒子的动量 p 的数值和方向

跟踪该粒子穿过探测装置的径迹

每当粒子穿过探测器中的一小段薄层物质时，根据随机多重

散射的规律——多次散射偏转角的分布密度函数 f (θ空间 )

抽样，对粒子的运动方向进行修正
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根据以上公式可以抽样得到该粒子穿过这一薄层后的偏转角θ空间

再算出在下一个小薄层终点处的坐标参数xi，利用得到的一系列x，
算出粒子的动量估计值，同粒子入射的动量值比较，就可以得到探
测装置的动量分辨率

实际跟踪时，还要考虑探测器的有限分辨率σ，要求对每一个 x 
按方差为σ2 的高斯分布[ N ( xi , σ2)  ]作模糊处理
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在对实验装置进行设计的阶段，需要对探测器做大量的模拟研究，
以了解该装置中各个探测器的响应，并进一步判断该装置是否满足各
项指标的要求以及探测器的安排和设计是否合理

如果模拟某个探测装

置的动量分辨率很大

提高磁场强度
重新安排探测器以测量更多的空间坐标参数
改进探测器位置测量精度
减小装置中材料的密度
…
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（2）实验方案可行性研究

判断实验装置能否实现对理论或假说的检验是很必要的！

spin

采用100个蒙卡“实验”实现衰变过程，每个实验包括30个事例

模拟衰变过程时，按照自旋为1来模拟末态粒子的产生

利用某个实验装置判断一个共振态的自旋

0 —— 粒子的衰变产物在静止系中的角分布各向同性

1 —— 末态粒子在静止系中的角分布正比于cos2θ

分析模拟实验数值，如果有好几个数值与自旋为0的预言数值一致

该实验装置没有分辨
共振态为0或1的能力。

增加事例数
改善装置的角分辨率
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二、实验数据分析中的蒙特卡洛模拟方法的应用

粒子与固定靶相互作用试验装置

通过蒙卡程序来产生次级粒子径迹

考虑到径迹上粒子与各种物质的多重散射

考虑计数器的探测效率而引起的事件丢失
产生一些本底污染过程的事例径迹

将输入的事例径迹参数和模拟所得径迹参数比较

估计出该实验
装置的探测效
率和分辨率

在高能物理实验中，常常用一些大型、复杂的程序来分析实
验数据和对实验数据进行筛选分类。为了检验这些程序的可
靠性，可以采用输入一些已知数据格式的蒙卡数据，以检验
该程序能否总是成功地重建输入数据
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胶子的存在与否
在质心系能量为30GeV以上的正负电子 对撞机上，强子的产生机制
之一 ，夸克和反夸克碎裂后成为强子。

TASSO Collaboration 的实验数据与按此机制绘制的蒙卡计算曲
线不相符。但是我们加上 过程，得到的蒙卡计
算曲线则与实验点符合的很好，证明了胶子的存在！

在粒子物理实验中，蒙特卡洛程序可以根据过程的理论规律，产
生出主过程和本底过程事例，由此给出末态粒子的所有径迹参数，
由此计算出探测装置的探测效率和本底对全截面测量的影响

通过蒙卡方法的实验数据分析，还可以检验理论的正确与否

qqee →→−+ γ

gqqee →→−+ γ
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寻找共振态的数据分析 —— 寻找不变质量谱上的明显峰值

共振态寿命短，探测装置的分辨率有限
本底过程对主过程严重污染
共振态衰变为某几个粒子的分支比很小
主过程末态也有相同的粒子

利用蒙特卡洛模拟分析，产生出与实验相同的事例数。这样模拟100
次，绘出不变质量谱。在所有的不变质量谱图（包括真实实验的不变质
量分布图）中选出5张最有可能存在共振峰的图。如果这5张中包括真实
实验的不变质量谱，则：在95%的置信水平上，实验数据包含了共振峰
的存在，不变质量谱上模糊的峰形不是由于统计涨落引起的！

实验的不变质量分布
图上往往峰的形状并
不明显
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5。蒙特罗方法在量子力学中的应用

一、量子力学

定义：

量子力学的基本理论告诉我们，系统的所有信息，包括基态、激发态的
能量、波函数等均可由费曼传播子给出。特别是和基态有关的信息，可
以很方便的得到。
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例如，基态波函数的模方可以表示为

费曼传播子可以表达为路径积分的形式，对于简单系统，即

有：

其中，
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二、路径积分量子蒙特卡罗方法

实际数值计算中，费曼传播子表达为

实际计算中， 足够大即可。
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取： ，有0, 0 =−= tit τ

∫∏ ∑
−

= =

−

→
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−=−

1

1 1

2
13

00 )(
2

)(1explim)0,;,(
N

j

N

n
n

nn
j

N
F xVxxmxdAxixD r

rr

h

rrr ε
ε

τ
ε

N/τε =

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

τ

0

2 ))(()(
2
1 txVtxmdt r&r

),,,,( 110 xxxxxE NN
rrr

L
rr

=−ε

+∞→N 时



36

由此得到基态波函数：

其中

插入 函数，得到：
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采用Metropolis方法计算基态波函数：

首先，选择任意的、连接 个时间间隔、且 的一条路径，计算
相应的能量 。然后，再接着选一系列路径，每条
路径与前一条路径最多只有一个时刻（例如 ）有不同的空间点。采用
Metropolis方法来确定满足上述要求的新路径。其中，将随机定下的坐
标 改变到 的过渡概率为 。其中， 为两
条路径的能量差。对于每一条路径，利用前述公式计算被积函数
的估计值，并累加到求和之中。最终该求和所得的值与抽样路径的总数
相除得到平均值，就得到 的数值结果。按上述方法，游走足够
多的步数后，我们就得到 的值。

N 0xxN
rr

=
),,,,( 110 NN xxxxE rr
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rr
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jxr jx′r )]exp(,1min[ Ew jj Δ−=′ ε EΔ
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2
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三、变分量子蒙特卡罗方法

对于任意的试探函数 ，其能量期望值满足

对于 的计算，采用重要抽样法。当给定试探函数后，由Metropolis
方法产生 分布的 个位形。对于每一个位形，计算出相应的局
域能量，

ψ

032

312

|)(|

)]()([|)(|
E

xdx

xdxHxxH
HEtry ≥===

∫
∫ −

rr

rrrr

ψ

ψψψ

ψψ
ψψ

基态能量
“局域能量”ε

tryE
2|)(| xrψ N
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则：

变分法步骤：

（1）选择一个物理上相对合理的基态试探波函数 ；
（2）利用前述方法计算与之相应的能量期望值 ；
（3）改变试探函数中的变分参数值，使得试探函数改变一小量，记改变

后的试探函数为 ，并计算相应的能量期望值 ；
（4）计算能量改变值 ，若改变量小于0，则接受试

探函数的改变，否则拒绝，并回到第三步；
（5）反复循环，直至能量期望值不再有明显变化为止。

iψ
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tryE
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若上述循环至第 次终止，则

四、格林函数量子蒙特卡罗方法

一维扩散方程：

相应的格林函数：

M

Mψ

0E

0ψ
)(M

tryE

2

2 ),(),(
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tx
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tx
∂
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=
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∂ ραρ

[ ] ttyxtyxG παα 4/)4/()(exp);,( 2
0 −−=
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格林函数归一，且与 无关。∫ =1);,(0 tyxdyG tx,

扩散方程 马尔科夫过程

);,(0 tyxG Δ
（格林函数）

)( xyT t →Δ

（单步游走的概率分布）

ttxttx Δ+=Δ+ η)()(

)2,0( αN 分布
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Fokker-Planck方程：

相应的格林函数：

（ 的一阶近似）
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2
1),( txxF
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tx ρρ
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π
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ttxtFtxttx Δ+Δ+=Δ+ η2/))(()()(

构造马尔科夫链

)1,0(N 分布
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3N维多体定态薛定谔方程的基态解

虚时薛定谔方程（取 ）：

格林函数：

（具有势函数的扩散方程）

扩散方程的定态解

[ ] [ ] ),()(),(),( ττ
τ
τ RERVTREHR

TT

rrr
r

Ψ−+=Ψ−=
∂

Ψ∂
−

1== mh

括散项 分支项

REHRRRG T ′−−=′
rrrr

])(exp[);,( ττ

（借用Dirac记号）
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上述的格林函数正是量子力学中的时间演化算符在坐标表象下的矩阵
元，即费曼传播子。易知

当 ，或者说足够大时，上式右边的求和中只有基态才有贡献，
这个算符（时间演化算符）行为就如同作用在基态波函数上。

解析计算格林函数，得到

n
n

TnnT EEEH φτφτ ∑ −−=−− ])(exp[])(exp[

+∞→τ

⋅Δ−−=Δ′ ]))((exp[);,( ττ TERVRRG
rrr

)()]2/()(exp[
)2(

1 22
2/3 ττ

τπ
Δ+Δ′−−

Δ
ORRN

rr
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上面给出的是格林函数的短时间近似结果。根据此结果，我们在格林函
数蒙特卡罗模拟中，就必须进行大量的短时间间隔的游走，最终使其分
布近似满足基态波函数。

游走
扩散步

分支步

由 游走到 的权重需乘因子 ，
模拟效率不高。

R
r

R′
r

}]2/))()([(exp{ τΔ−′+− TERVRV
rr

Reynolds方法
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6。蒙特罗方法在统计力学中的应用

物理量的观测值

热力学平衡状态下（恒温T）：

Hamilton量

相空间态矢

微观粒子的某物理量在相空间的分布的平均值

高维积分

xdxHfxAZTA ′′′= ∫
Ω

− rrr ))(()()( 1

分布密度函数
xdxHfZ ′′= ∫

Ω

rr ))(( 配分函数

观测量
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上述公式涉及的是高维积分问题。只有理想气体、谐振子系统、Ising模
型等极少数类型的问题可以解析求解。大多数情况下，只能借助近似方
法求出。

正则系综，

当粒子间的相互作用与动量无关时，动能项的贡献是可以被积分掉的，
这相当于将Hamilton量中的动能项去掉。则，平衡态下的概率分布为
Boltzmann分布。

蒙特卡罗方法

∑
=

Φ+=
N

i
ii xmpH

1

2 )(2/ rr

除掉动量以外的其它的相空间坐标
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Boltzmann分布密度函数为：

可见，所有对应于大能量值的状态 对观测量积分的贡献都很小。

随机选择（均匀抽样） 个状态 ，则有
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由于上式中大部分状态对求和的贡献是很小的，故抽样的效率是比较低
下的。为有效的进行计算，应采用重要抽样法。

用Metropolis方法产生Boltzmann分布的 个状态 ，则n
ixr

∑
=

≈
n

i
ixA

n
TA

1
)(1)( r
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7。蒙特罗方法在粒子输运中的应用

一、直接模拟法

中子的状态位形：

（1）确定坐标参数 。
[0, 1]区间上均
匀分布随机变量

)cos,,( θExs =

Mssss →→→ L210中子在物质层中的运动历史：

)cos,,( 1111 −−−− = iiii Exs θ )cos,,( iiii Exs θ=?
ix

1
1

111 cos
)(

lncos −
−

−−− −=+= i
iT

iiii E
xyxx θ

σ
ξθ

自由程 总截面
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（2）确定碰撞的原子核种类。

（3）确定碰撞的性质是吸收还是散射。

中子与物质层中的第 种原子核碰撞的概率为：m
)(/)( 11

)1(
−−

− = iTi
m
T

i
m EEp σσ

与第 种原子核作用的截面m
∑=

m

m
TT σσ

由离散型分布随机变量的直接抽样法，确定发生碰撞的是何种
原子核。
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（4）确定中子散射角 和能量 。

由离散型分布随机变量的直接抽样法，确定是散射还是吸收。若是
吸收，则停止跟踪，回到 状态；若是散射，则进入下一步。

中子与第 种原子核发生散射的概率为m

)(/)( 11
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m
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0s

iθ iE
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先由质心系中的散射微分截面抽取出质心系中的散射角余弦

[0, 1]区间上均
匀分布随机变量

cθcos

得到实验室系中的散射角余弦 Lθcos

Lorentz变换

ccL AAA θθθ cos21)cos1(cos 2 +++=

)2cos(sinsincoscoscos 11 πξθθθθθ LiLii −− +=

原子核与中子质量比
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反复重复上述步骤，直至中子在物质层中的运动历程的终点。

若共模拟了N个中子的运动过程，并定义

则透射率：

二、权重法
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将散射的概率权重 加到状态的位形参数中。

此时，第n个中子对透射率的贡献为：
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第 种原子核的数密度m
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三、统计估计法

第 个处在状态 ，直接穿透物质层的概率为：

此中子对透射率的贡献为：
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nn PP （M为第n个中子在物

质层中的碰撞点数）
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THE  END


